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Abschitzung des Temperaturgradienten in thermisch stationir betriebenen
Festkorperlasern

G. ZEIDLER
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(Z. Naturforschg. 22 a, 909—913 [1967] ; eingegangen am 23. Mirz 1967)

Der Temperaturgradient in kontinuierlich und quasikontinuierlich betriebenen Festkorperlasern
wird abgeschitzt. Die Strahlengéinge im thermisch geschichteten Medium und die thermische Kriim-
mung der Endflichen werden berechnet und durch dquivalente Brennweiten beriicksichtigt. So er-
geben sich Korrekturmoglichkeiten fiir verschiedene Resonatortypen.

Es zeigt sich, dal ein mit einfachen Mitteln korigierbarer optischer Resonator dann moglich ist,
wenn das Pumplicht den Kristall homogen ausleuchtet.

Die stark vereinfachten Uberlegungen ergeben eine gute Ubereinstimmung mit friiheren Messun-

gen an kontinuierlichen Rubinlasern.

Der Energieumsatz in Festkorperlasern bewirkt
eine thermische Variation der Betriebsparameter. Die
Pumpart bestimmt dabei wesentlich auch die Funk-
tionsweise. Im Einzelimpulsbetrieb ist der dynami-
sche Prozell, der das Emissionsspektrum und die
Resonatorausbildung als Funktion der Zeit bestimmt,
wegen der Einmaligkeit der Ereignisse nur schwer
analysierbar. Erst in jlingster Zeit konnten an kon-
tinuierlich und quasikontinuierlich betriebenen Ru-
binlasern einfach analysierbare Beobachtungen ge-
macht werden, da die stationdren thermischen Ver-
héltnisse die Messungen erleichtern. So wurde von
Ross in ! eine erhebliche Temperaturerhohung des
Rubins im gepumpten Zustand gegeniiber dem unge-
pumpten Zustand angegeben. Ein im kalten Zustand
planparalleler Resonator wirkte im kontinuierlichen
Betrieb als thermische Linse und konnte in seinem
Verhalten als allgemein konfokaler Resonator be-
schrieben werden.

Mittlerweile liegen weitere MeBergebnisse vor, die
dieses Verhalten bestatigen 2 3.

Da die Ausbildung des Resonators fiir die prak-
tische Anwendung der entstehenden Strahlung wich-
tig ist, sollen die bisherigen Mefergebnisse mit ein-
fachen theoretischen Uberlegungen geklirt werden.

1. Der Temperaturverlauf im Rubin

Bei den oben zitierten Messungen wurden rota-
tionssymmetrische Ellipsoide als Pumpsiegel beniitzt.
Diese Pumpgeometrie erzeugt, im Gegensatz zum

D. Réss, J. Appl. Phys. 37, 3587 [1966].
D. Réss, Z. Naturforschg. 21 a, 1731 [1966].
G. ZeoLer, Z. Naturforschg. 22 a, 566 [1967].
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elliptischen Zylinder, ein breites Plateau der Energie-
dichte im Querschnitt des Laserstabes.

Zur Vereinfachung der Rechnung kann deshalb
angenommen werden, daf} der Kristall homogen aus-
geleuchtet wird. Diese Naherung ist fiir diinne, im-
mertierte Rubinstiabe bei Verwendung von Lichtquel-
len mit wenigstens gleich grofSfem Bogenquerschnitt
moglich.

Bei homogener Ausleuchtung bewirkt die raumlich
konstante Pumpenergiedichte, daf} im stationiren Be-
trieb pro Volumen und Zeiteinheit dieselbe Warme-
menge durch den Ubergang von den Pumpbindern
zu den Ry, Ry-Linien entsteht.

Dies bedeutet, dal die Divergenz D der Warme-
stromdichte S im gepumpten Kristall konstant ist.

Fiir zylindersymmetrische Kristalle gilt dann

S(r) =rDJ2 (1)

und durch Integration der Warmeleitungsgleichung
HUr) sy BT 2)
S0 4

Dabei bedeutet 7}, die Temperatur der Stabmitte und
/ die Warmeleitfahigkeit, die beispielsweise fiir Ru-
bin 0,4 W/cmgrd betragt 4.

Die Lésung (2) wurde bereits von Konrrauscu
fiir das dquivalente Problem der Temperaturvertei-
lung in einen stromdurchflossenen Leiter angegeben.

Die quadratische Temperaturverteilung nach (2)
gilt, streng genommen, als Losung des stationédren
Problems, nur fiir kontinuierlich gepumpte Laser.
In erster Naherung gilt diese Temperaturverteilung

* D. Ross, Laser, Akademische Verlagsgesellschaft, Frank-
furt/Main 1966, S. 521.
5 F. Konrrauscu, Ann. Phys. 1, 133 [1900].
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auch fiir quasikontinuierlich betriebene Laser, das
sind schnell gepulste Laser, bei denen der zeitliche
Abstand zwischen den einzelnen Pumpimpulsen we-
sentlich kleiner ist als die Abkiihlzeitkonstante des
Laserstabs mit seiner speziellen Kiihlanordnung.

Fir Rubinlaser sind beide Betriebsarten méglich.
Der kontinuierliche Betrieb wurde beispielsweise in ©
beschrieben und bei den Messungen in ! angewandt.
Die Messungen in 22 wurden im quasikontinuier-
lichen Betrieb, das heifit, mit dem in 7 beschriebenen
Pulsbetrieb mit einer Folgefrequenz von 50 Hz bis

100 Hz durchgefiihrt.

Maligebend fiir die Grofle des Temperaturgradien-
ten ist die Warmestromquellstirke D, die von der
Pumpart abhingt. Aus ® entnimmt man z. B. fiir den
kontinuierlich an der Schwelle betriebenen Rubin-
laser eine absorbierte Pumpleistung von 1400 W/cm?.
Dabei wurde der Quantenwirkungsgrad #» zur Ver-
einfachung gleich eins gesetzt. Fiir eine Betriebstem-
peratur in der Gegend von 300 °K entnimmt man
aus der Literatur * einen Quantenwirkungsgrad von
7 =0,5. Rechnet man mit einer mittleren Pumplicht-
frequenz von 6,25-10'* Hz, so liefert der Ubergang
zu den R;, Ry-Linien bei 4,8-10'* Hz eine Warme-
leistung von 650 W/cm3. Mit diesem Wert fiir D
erhalten wir aus (2) eine Temperaturdifferenz von
4. °C zwischen der Stabmitte und dem wassergekiihl-
ten Aullenmantel eines kontinuierlich an der Schwelle
gepumpten, 2 mm dicken Rubinstabs.

Beim quasikontinuierlichen Betrieb nach 7 bené-
tigt die Blitzlampe eine mittlere Mindestleistung,
um im Quecksilberhochdruckbogenbetrieb zu laufen.
Deshalb kann der Laser bei dieser Pumpart nur we-
sentlich iiber der Schwelle betrieben werden. Nach
einer indirekten Messung lag die Schwellenenergie
bei 2,5 Ws, was bei Beriicksichtigung des 3 ms lan-
gen Pumpimpulses mit einer Impulsenergie von etwa
3,8 Ws erreicht werden kann. Die Energie eines
Pumpimpulses kann jedoch bei dieser speziellen
Blitzlampe zwischen 9 Ws und 13 Ws variiert wer-
den, so daB} der Laser mit etwa der 3-fachen Schwel-
lenenergie gepumpt wird. Nach 8 betrégt die Schwelle
eines gepulsten Rubinlasers etwa 4,2 Ws/cm? (Quan-
tenwirkungsgrad 7= 1). Dies bedeutet, mit =0,5
bei der dreifachen Schwellenenergie, einer Impuls-
folgefrequenz von 70 Hz und bei Beriicksichtigung
des 3 ms langen, etwa cos-férmigen Pumpimpulses,

6 D. Ross, Microwaves 1965 (April), S. 5.
7 D. Ross u. G. ZeiLer, Electronics 39, (18) 115 [1966].
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eine Wiarmeleistung von rund 650 W/cm3, was dem
Betrieb des kontinuierlichen Lasers an der Schwelle
entspricht.

Der oben ermittelte rechnerische Wert fiir den
Temperaturunterschied liegt erheblich unter den aus
dem Emissionsspektrum ermittelten MeBwerten in 1-3,
Dies ist darauf zuriickzufiihren, daf} obige Rechnung
nur den Temperaturgradienten im Rubin berticksich-
tigt, wihrend bei diesen Messungen die Temperatur-
differenz des gepumpten Rubins gegeniiber dem un-
gepumpten Zustand angegeben wurde. Es muf} also
der Temperaturgradient im Kiihlwasser mitbertick-
sichtigt werden, der stark von der Stromungsge-
schwindigkeit des Wassers abhéngt.

2. Strahlwege im thermisch geschichteten
Lasermaterial

Fir die Funktion des Rubinlasers ist vor allem
der Verlauf der Strahlen im thermisch geschichteten
Material interessant.

Fir die in (4) berechnete quadratische Temperatur-
verteilung folgt eine quadratische Verteilung des
Brechungsindex

D o 1 an)

":"0(1‘ Y (3)

Fiir ein zylindrisches Medium mit quadratischer Ver-
teilung des Brechungsindex wurden in ® die Strahl-
wege berechnet. Nach dieser Arbeit ergibt eine qua-
dratische Abhangigkeit des Brechungsindex der Form

n=ny(l— %ayr? (4)

fiir @, < 1 sinusformige, periodische Strahlwege der
Form

'Y s
r=r;"cos Va, z+r,~'l/ al sin Vas z, (5)

wobei r; ein Anfangspunkt und
ri = dr/dz
die dazugehorige Steigung eines Strahlpunktes ist.
Ein Vergleich von (5) und (6) liefert
D 1 3n
%= 37 T 39 6]

Aus (7) und (8) kann man die halbe ,,Periode* der
Strahlen berechnen:
T o 4 )
2= 71/02 B /7D 1 Sn:'
2 n, oY

(7)

8 D. Ross, Laser, S. 109.
9 S. E. MiLLer, Bell Syst. Techn. J. 44, 2017 [1965].
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Aus * entnimmt man z. B. fiir Rubin die Zahlenwerte
n=1,769 und On/3¥ =13-10"%grd ! fiir den or-
dentlichen Strahl. Damit erhalt man fiir den an der
Schwelle kontinuierlich gepumpten Laser z, =40 cm.
zp ist die Lange, mit der sich die Strahlen in einem
sehr langen, gepumpten Rubinstab periodisch fokus-
sieren wiirden. Fiir Stibe, die im Verhaltnis zu die-
sen Lingen kurz sind, wirkt der gepumpte Rubin als
thermische Linse 1.

Die durch (5) gegebenen Strahlen entsprechen ganz
den Strahlenverldufen einer dquidistanten Folge von
aberrationsfreien Linsen 1% 11,

Damit ist sofort klar, daf ein optischer Resonator,
der homogen ausgeleuchtet wird, durch aberrations-
freie Linsen in passender Weise korrigiert werden
kann. Umgekehrt folgt daraus: Jeder nicht homogen
ausgeleuchtete Laserkristall kann mit idealen Linsen
nicht vollstdndig korrigiert werden. Eine definierte
Korrektur ist dann nur mit kompliziert herstellbaren
Linsen hoherer Ordnung (Scumipt-Platten) moglich.
Wird der Kristall nicht einmal rotationssymmetrisch
ausgeleuchtet, was z. B. in zylindrischen Pumpsyste-
men der Fall ist, so wird eine Korrektur sehr
schwierig.

Mit den durch Gl. (7) gegebenen Strahlwegen sind
verschiedene optische Resonatoren denkbar.

Bei einem dem konzentrischen Resonator entspre-
chenden Typ konnen die Strahlen durch sin-Funktio-
nen unterschiedlicher Amplitude beschrieben werden.
Im Zentrum (Koordinatenursprung) ergibt sich die
bekannte Fokussierung (Abb. 1). Der Kriimmungs-
radius der Kristalloberfliche ist nicht mehr gleich
der halben Stabldnge, sondern groBer. Der Kriim-
mungsradius muf} so gewdhlt werden, dal die End-
fliche orthogonal zu den Strahlwegen verlduft.

! -
r sin(m z,,'

verspiegelt

Abb. 1. Der konzentrische Resonator, gebildet aus einem ho-
mogen ausgeleuchteten, quadratisch geschichteten Laserstab.

Beim konfokalen Resonator!? ist dann der
Kriimmungsradius der Endflichen noch gréBer. Die
Strahlen bestehen aus einer Sequenz von zueinander

10 J R. Pierce, Theory and Design of Electron Beams, Van
Nostrand, Amsterdam 1954.
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etwas phasenverschobenen sin-Funktionen, die nach
endlich vielen Reflexionen innerhalb eines begrenz-
ten Modenvolumens bleiben. Der mathematische Be-
weis fiir die Existenz einer Kaustik solcher Strahlen
steht noch aus.

Interessanter sind Strahlwege, aus denen sich
Moden wie in den bekannten plan-parallelen Reso-
natoren bilden lassen. Diese Moden sind dadurch
gekennzeichnet, daf} die Strahlenwege durch gerade
Funktionen gegeben sind.

Zu diesem Zweck betrachten wir Losungen, die
durch cos-Funktionen gegeben sind (Abb. 2).

1 cos(m zip)
r Hauptebene
//—_— \‘\
—+—

t

|

+
t d—

[Pan —

Z——

Brennpunkt

Abb. 2. Brennweite eines thermisch geschichteten Laserstabs
beim Betrieb mit Aullenspiegeln.

Aus ? entnimmt man fiir den Abstand des dufleren
Fokus von der Stirnflache

wt
ctg—
d= 2 8
= (8)
1
Zp
und fiir die Brennweite
1 zp?
-t~ 9
fl T . Tt nta?’ (9)
n——sin | —
Zp 2p

Fiir gebrduchliche Laserstabe ist die Lidnge ¢ wesent-
lich kleiner als die Periodenldnge z,, so dal} die
Hauptebene in erster Naherung mit der Kristallober-
flache zusammenfallt.

Der thermisch geschichtete Laserkristall nach
Abb. 2 kann also durch 2 Sammellinsen der Brenn-
weite f; im Abstand 2 ¢ ersetzt werden.

Berechnet man Zahlenwerte fiir einen 2 mm dicken,
25 mm langen, an der Schwelle kontinuierlich be-
triebenen Rubinlaser, so folgt eine Brennweite von
76 cm. Dabei ist zu beachten, daf} die aus ? entnom-
mene Brennweite (9) die Brechung zwischen Kristall-
oberfliche und Luft beruicksichtigt, so dal} obige
Zahlenwerte nur fir Resonatoren mit Aullenspiegel

brauchbar sind.

11 S, E. MiLLer, Bell Syst. Techn. J. 43, 1741 [1964].
12 D. Réss u. G. ZeioLer, Z. Naturforschg. 21 a, 340 [1966].
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3. Thermische Kriimmung der Endflachen

Die inhomogene Temperaturverteilung bewirkt auf
Grund der mechanischen Ausdehnung des Materials
eine zusatzliche Krimmung der Endflachen.

Ist a der auf die Lidnge bezogene Ausdehnungs-
koeffizient des Lasermaterials, so gilt mit der durch
(2) gegebenen quadratischen Temperaturverteilung

Dat ,

z2=10— 4 T

(10)

was eine parabelformige Verkrimmung der im kal-
ten Zustand ebenen Kristallstirnfliche bedeutet.
Mit dem Kriimmungsradius der Parabel im Scheitel

24

Rg: Dat

und der iiblichen Linsenformel erhalten wir die dazu-
gehorige Brennweite:
24
fe= ) Dat "

(11)

Die Oberflichenkrimmung kann damit fir den Be-
trieb mit Aullenspiegel modellmaflig ersetzt werden
durch eine Sammellinse, deren Hauptebene fiir iib-
liche Dimensionen wieder in unmittelbarer Nahe der
Kristallstirnflache liegt.

Fiir die Langenausdehnung des Rubins entnimmt
man z. B. aus 1® den Zahlenwert:
1 dz
¢t dd

- =a=5,85-1070% grd 1.
Fir unser Zahlenbeispiel erhalten wir somit eine
Brennweite von 220 cm.

4. Aquivalentes Linsensystem eines Resonators
mit AuBenspiegeln. Moglichkeit der Korrektur

Die mechanische Krimmung der Endflachen und
die gekriimmten Strahlwege konnen also bei cos-for-
migen Strahlen durch dinne Linsen an den End-
flachen des Kristalls ersetzt werden. Die Brennweiten
bestimmen dann nach der bekannten Formel

1 i [[hi |
. — _+_ R
f fi I
die resultierende Brennweite f.
Der gesamte thermische Gradient eines solchen
Resonators kann durch 2 diinne Linsen dieser Brenn-

weite, die an den Stirnflichen des gepumpten Mate-

(12)

rials liegen, ausgedriickt werden. Fiir unser Zahlen-

13 D, Ross 4, Laser, S. 352.
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beispiel (12) betrdgt die &dquivalente Brennweite
einer Stirnflache z. B. 56 cm.

Dies gilt jedoch nur fiir den Betrieb mit AuBen-
spiegel. Bringt man nun in den Resonator in der
Néhe beider Stirnfldchen Zerstreuungslinsen mit obi-
ger Brennweite ein, so ist dadurch die Wirkung des
thermischen Gradienten im gepumpten Lasermaterial
kompensiert. Mit ebenen Auflenspiegeln ergibt sich
dann ein planparalleler Resonator.

In dhnlicher Weise kann man auch eine Korrektur
direkt verspiegelter Stabe angeben. Die Wirkung der
thermischen Schichtung kann man dann nicht mehr
gut durch Brennweiten dquivalenter Linsen beschrei-
ben. Will man durch eine Korrektur der Endflichen
erreichen, dall bevorzugt der Grundmode schwin-
gungsfahig ist, so miissen die dem Grundmode ent-
sprechenden Strahlen auf der Endfliche senkrecht
stehen, d. h., die Endflichen miissen Orthogonaltra-
jektorien zu den aus (5) folgenden cos-formigen
Strahlen sein, was zu einem konkaven Anschliff der
Stabendfldchen fiihrt.

Ob fiir die Praxis dieser Korrekturméglichkeiten
die hier angefiihrte rohe Theorie ausreicht, muf}
durch ausfiihrliche Experimente noch nachgepriift
werden.

5. Nachpriifung der Theorie an einem
Experiment >

Die Wirkung des thermischen Gradienten in Fest-
korperlasern wurde von Ross 2 mit einem experimen-
tellen Aufbau nach Abb. 3 demonstriert. Ein 25 mm-
Rubin wurde mit ebenem Aufenspiegel quasikonti-
nuierlich betrieben. Abhéngig von der Pumpleistung
funktioniert der Laser nur, wenn der Aullenspiegel
innerhalb eines genau definierten Abstandes vom
Kristall blieb. Die kritische Spiegelstellung, mit der
der Resonator gerade noch funktionsfdhig war, ist
dadurch gekennzeichnet, dall der Fokus der thermi-
schen Sammellinse des Kristalls genau auf der Spie-
geloberflache liegt. Die von Ross gemessene Ab-
hangigkeit dieser kritischen Spiegelstellung von der
elektrischen Pumpenleistung soll hier mit obiger
Theorie verglichen werden.

Wie in Abb. 3 gezeichnet, soll gendhert angenom-
men werden, dall die hintere Kristallfliche eben
bleibt, wihrend die ganze Linsenwirkung durch eine
Linse an der vorderen Stirnfliche ausgedriickt wird.
Diese Niherung ist moglich, solange der Abstand
des Aullenspiegels grof} gegen die Kristallidnge ist.
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Strahlkrummung durch hemikonzentrische
thermische Effekte Grenzlage
ebener Spiegel \
I

|
I
I
|
|
|

stabiler | instabiler
Resonator | Resonator

e |
effektive Brennweite
=kritische Resonatorlange

Abb. 3. MeBanordnung fiir die effektive Brennweite nach Réss.

In die Formeln (9) und (11) ist dann t=2,5cm
einzusetzen. Fiir die Abhidngigkeit der Brennweiten
von der zur Pumpenergie proportionalen Grofle D
gilt dann mit (12):

; ~5,36:10~* D sin(7,57-10~2D) +1,4:1075D
(13)

und in erster Naherung
=12 em (14)

Im stationdren Betrieb ist D eine lineare Funktion
der Pumpleistung P. Nimmt man die MeBergebnisse
von Réss? und vergleicht diese mit obiger Formel,
so sieht man, daB sich eine gute Ubereinstimmung
ergibt, wenn man fiir die elektrisch zugefiihrte Pump-
leistung P ansetzt

P=0,62D W, (15)

wobei D in W/cm? einzusetzen ist.
Formel (13) wurde damit ausgewertet und in

Abb. 4 dargestellt.

D muBl dabei zwischen 1100 W/cm?® und 1500
W/em? variiert werden, um die in dem durch die
Lampe vorgegebenen Betriebsbereich von 800 W bis
1000 W gemessene effektive Brennweite zu erkldren.
In Abschnitt 1 wurde D zu rund 650 W/cm?® abge-
schatzt. Die Abweichung kann damit zusammenhén-
gen, dafl dort andere Werte fiir den Quantenwir-
kungsgrad oder die Zahl der an der Schwelle anzu-
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Abb. 4. Vergleich der Rechnung mit der Messung nach Réss.

regenden Cr-lIonen zu nehmen sind oder daf} bei der
Berechnung der effektiven Brennweite noch andere
Effekte, wie z. B. die mechanische Verspannung des
Kristallgitters durch die unterschiedliche thermische
Ausdehnung, zu beriicksichtigen sind.

Im Rahmen der damit gegebenen Niherung soll
mit dem aus den Messungen der effektiven Brenn-
weite bestimmten Werten von D der Wirkungsgrad
der Pumpanordnung berechnet werden.

Bei dem maximal moéglichen Pumppegel wurde
der 2 mm dicke Stab vollstandig invertiert, d. h.,
mit etwa 970 W elektrischer Leistung wurde in
einem Volumen von 0,08 cm?® ein Wirmeumsatz von
1500 W/cm3 erreicht. Rechnet man wieder mit der
mittleren Pumplichtfrequenz, so ergibt sich aus der
elektrisch zugefiihrten Pumpleistung ein Warmeum-
satz von 2800 W/cm3. Dies bedeutet, daB die elek-
trische Leistung mit einem Wirkungsgrad von 53%
als Pumplicht in den Rubin gebracht wird.

Dieser Wert ist unerwartet hoch, so daBl es loh-
nend erscheint, die Leistungsbilanz des Pulslasers in
Zukunft genauer zu studieren. Die hier angegebene
Abschitzung ging von idealisierten Voraussetzungen
aus, so dal} eine genaue Berechnung zusammen mit
ausfithrlichen Messungen niitzlich erscheint.

Herrn Dr. D. Riss, der diese Uberlegungen anregte,
mochte ich herzlich fiir Diskussion und Férderung der
Arbeit danken.



